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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü. Â íàñòîßùåå âðåìß ñòðóêòóðíûìè ãðóïïàìè G2 èíòåðåñóþòñß êàê ó
íàñ â ñòðàíå, òàê è çà ðóáåæîì, íàïðèìåð, ðàáîòû Th. Friedrich è åãî ñîàâòîðîâ 1, F.
M. Cabrera2, D. Joyse3, A. Gray4, I. Kath5 è äðóãèå.
Â ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòà ãåîìåòðèß íàèáîëåå ïîäõîäßùàß äëß èññëåäîâàíèß,
òàê êàê â ñëó÷àå ìàëåíüêèõ ñòðóêòóðíûõ ãðóïï êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ìíîãîîá-
ðàçèé è ïîäìíîãîîáðàçèé ÷ðåçìåðíî íåèçîòðîïíû. Â òî æå âðåìß â ñëó÷àå áîëüøîé
ñòðóêòóðíîé ãðóïïû, íàïðèìåð SL(7), èìååòñß ìàëî èíâàðèàíòîâ. Â ñëó÷àå ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåðíîñòè îðòîãîíàëüíàß è êîíôîðìíàß ãðóïïû íàèáîëåå îïòèìàëüíû â
ýòîì ñìûñëå. Íî â ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå èìåþò êîì-
ïàêòíàß ôîðìà è íîðìàëüíàß íåêîìïàêòíàß ôîðìà ãðóïïû Ëè G2. Ýòà ãðóïïà óäîáíà
òàêæå ñ òî÷êè çðåíèß èñïîëüçîâàíèß íåîáõîäèìûõ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé ïîòîìó,
÷òî äðóãèå îñîáûå ãðóïïû (òàêèå êàê F4 ðàçìåðíîñòè 52 ñî ñòàíäàðòíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì ðàçìåðíîñòè 26) òðåáóþò çíà÷èòåëüíî áîëåå äîëãèõ è ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ G2-ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàþòñß íà ñåìèìåðíûõ ðèìàíî-
âûõ ìíîãîîáðàçèßõ. Çíà÷èòåëüíî ðåæå ýòè ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàþòñß íà ïñåâäîðè-
ìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèßõ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå I. Kath èçó÷àþòñß ïî÷òè ïàðàëëåëüíûå
G2-ñòðóêòóðû íà ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèßõ ñèãíàòóðû (3,4).
Äèôôåðåíöèàëüíàß ãåîìåòðèß ñåìèìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé è ðàçëè÷íûõ ïîäìíîãî-
îáðàçèé (êðèâûõ, ïîâåðõíîñòåé, ãèïåðïîâåðõíîñòåé è òàê äàëåå) â ïðîñòðàíñòâàõ ñî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Gn2 î÷åíü áîãàòà ïî ñðàâíåíèþ äàæå ñ îáû÷íîé îêòàâíîé ãåîìåò-
ðèåé. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî ñòàíäàðòíîå ñåìèìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû èìå-
åò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà îðáèò èç-çà íàëè÷èß èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ
è èçîòðîïíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Òåì áîëåå ýòî îòíîñèòñß ê ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèßì
ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé.
Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííûì ßâëßåòñß èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâ íå òîëüêî ñ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ãðóïïîé G2, íî è ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé Gn2 .
Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß èçó÷åíèå ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé â ñåìè-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé êîòîðîãî ßâëßåòñß îñîáàß íåêîìïàêòíàß
1Th. Friedrich, I. Kath, A. Moroianu, U. Semmelmann. On nearly parallel G2-structures. // J. Geom. Phys. 23, 1997.-
no. 3-4, p. 259-286.
2F. M. Cabrera. On Riemannian manifolds with G2-structure. // Bolletino U.M.I. (7) 10-A, 1996.- p. 99-112.
3D. Joyse. Compact Riemannian 7-manifolds with holonomy G2. // I, J. Diﬀerential Geom. 43, 1996.- p. 291-375.
4Ì. Fernandez, A. Gray. Rimannian Manifolds with Structure Group G2. // Ann.di Math. Pura ed Appl. 32, 1982.- p.
19-45.
5I. Kath. G∗2-Stuctures on pseudo-Riemannian manifolds. // J.Geom.Phys., 27, 1998.- p. 155-177.
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ãðóïïà Ëè Gn2 (íîðìàëüíàß ôîðìà êîìïëåêñíîé ãðóïïû Ëè G2).
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû êëàññè÷åñêîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, âêëþ÷àß ìåòîä âíåøíèõ ôîðì Êàðòàíà è ìåòîä ïîäâèæíîãî
ðåïåðà, à òàêæå òåõíèêà ëèíåéíîé è ïîëèëèíåéíîé àëãåáðû è òåîðèè ãðóïï Ëè.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ßâëßþòñß íîâûìè: ðàññìàòðèâàåò-
ñß è îáîáùàåòñß íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ èçîòðîïíûì
áàçèñîì ìàòðè÷íàß ðåàëèçàöèß àëãåáðû gn2 ; ðàçâèâàåòñß òåîðèß ïîäìíîãîîáðàçèé ðàç-
ëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé â ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Gn2 .
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Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ðå-
çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèßõ ïî òåîðèè ïîäìíî-
ãîîáðàçèé ñåìèìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñíàáæåííûõ ñòðóêòóðàìè îêòàâíîãî òèïà.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü íà Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ãåîìåòðèè è àëãåáðå (Êàçàíü, 1998 ã.), íà âóçîâñêîé êîíôå-
ðåíöèè "Ñòóäåíò è íàó÷íî - òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ"(Èðêóòñê, 1998 ã.), íà Âîñòî÷íî-
Ñèáèðñêîé çîíàëüíîé ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è ïðîáëåìàì åå ïðå-
ïîäàâàíèß â âóçå (Èðêóòñê, 1999 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ïî äèôôåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè ïàìßòè Àëüôðåäà Ãðåß (Spane, Bilbao, 2000 ã.), íà Âñåñèáèðñêîì
êîíãðåññå æåíùèí-ìàòåìàòèêîâ (ê 150-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé)
(Êðàñíîßðñê, 2000 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòèêà â Âîñòî÷íûõ
ðåãèîíàõ Ñèáèðè: ñîöèîêóëüòóðíûé àñïåêò, âåäóùèå òåíäåíöèè ðàçâèòèß, íàó÷íûå
êîììóíèêàöèè è ïîäãîòîâêà êàäðîâ"(Óëàí-Óäý, 2000 ã.), íà ÷åòâåðòîì Ìåæäóíàðîä-
íîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñèìïîçèóìå "Symbolic computations. New horizons"(Japan, Tokio,
2001 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè (Óêðàèíà, ×åð-
êàññû, 2001 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññ ìàòåìàòèêîâ (China, Beijing, 2002 ã.), íà
II Âñåñèáèðñêîì êîíãðåññå æåíùèí - ìàòåìàòèêîâ ( â äåíü ðîæäåíèß Ñ.Â. Êîâàëåâ-
ñêîé) (Êðàñíîßðñê, 2002 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè-øêîëå ïî ãåîìåòðèè è
àíàëèçó, ïîñâßùåííîé ïàìßòè À.Ä. Àëåêñàíäðîâà (Íîâîñèáèðñê, 2002 ã.), íà Âòîðîé
Âîñòî÷íî-Ñèáèðñêîé çîíàëüíîé ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è ïðîáëå-
ìàì åå ïðåïîäàâàíèß â âóçå (Èðêóòñê, 2003 ã.), íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû àëãåáðû è
ãåîìåòðèè ÈÃÓ (1996-2004ãã.), íà ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà (2004 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 15 ðàáîò.
Ñòðóêòóðà è îáúåì. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòó-
ðû èç 103 íàèìåíîâàíèé è ïðèëîæåíèé. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 136 ñòðàíèöàõ.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè äåëàåòñß èñòîðè÷åñêèé îáçîð îñíîâíûõ èäåé è ìåòîäîâ, êîòîðûå âïî-
ñëåäñòâèè è ïðèâåëè ê âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåíèß ãåîìåòðèè ïñåâäîîêòàâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Òàêæå ñòàâèòñß öåëü èññëåäîâàíèß, îáîñíîâûâàåòñß àêòóàëüíîñòü è íàó÷-
íàß çíà÷èìîñòü ðàáîòû, êðàòêî õàðàêòåðèçóåòñß åå ñîäåðæàíèå.
Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñß àëãåáðà îêòàâ, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ßâëßþòñß ãè-
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ïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà (÷èñëà Êýëè). Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ýòîé àëãåáðû åñòü îñîáàß
êîìïàêòíàß ãðóïïà Ëè G2, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà ÷åòûðíàäöàòè. Àëãåáðó îêòàâ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðßìîé ñóììû: R · 1⊕ V , ãäå V  îðòîãîíàëüíîå äîïîëíå-
íèå ê åäèíèöå. Òîãäà V = R7 ßâëßåòñß àíòèêîììóòàòèâíîé àëãåáðîé áåç åäèíèöû. Ïðè
ýòîì, â V ñóùåñòâóåò áàçèñ {e1, . . . , e7} ñ òàáëèöåé óìíîæåíèß êëàññè÷åñêîé àëãåáðû
Êýëè. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü èìåííî ïðîñòðàíñòâî V àëãåáðîé Êýëè.
Â ïàðàãðàôå 1.1 ðàññìàòðèâàåì òàáëèöó óìíîæåíèß àëãåáðû Êýëè è äîïóñêàåì â
íåé íåêîòîðûé ïðîèçâîë, òî åñòü âàðüèðóåì çíàêè ïðîèçâåäåíèé, ñîõðàíßß ïðåäïî-
ëîæåíèå îá àíòèêîììóòàòèâíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî, åñëè â òàáëèöå óìíî-
æåíèß àëãåáðû Êýëè âàðüèðîâàòü çíàêè ïðîèçâåäåíèé, ñîõðàíèâ ïðåäïîëîæåíèå îá
àíòèêîììóòàòèâíîñòè, òî ñóùåñòâóåò 27 = 128 òàêèõ àëãåáð.
Â ïàðàãðàôå 1.2 èññëåäóåòñß âîïðîñ îá èçîìîðôèçìå ïîëó÷åííûõ àëãåáð. Ïðè ýòîì,
ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî èçîìîðôèçìû îáßçàíû ñîõðàíßòü ãðàäóèðîâêó. Ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ, â òàáëèöå óìíîæåíèß àëãåáðû Êýëè çíàêè ïðîèçâåäåíèé íå çàôèêñèðîâàíû, òî
åñòü [ei, ej] = cijek(i,j), ãäå êîýôôèöèåíòû cij = ±1, à ôóíêöèß k(i, j) îïðåäåëßåòñß
ïî ïðåæíåìó çàêîíó èç òàáëèöû óìíîæåíèß. Ðàññìàòðèâàåòñß ìíîæåñòâî Z 72 ïàðà-
ìåòðîâ: c12, c17, c25, c36, c37, c45, c46, îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ÷åðåç íèõ âûðàæàþòñß.
Íà ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâóåò ãðóïïà, ßâëßþùàßñß ïîëóïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï
ïîäñòàíîâîê áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ñìåíû èõ íàïðàâëåíèé. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷åíû äâå
îðáèòû.
Â ïàðàãðàôå 1.3 âûßñíßåì, ÷åì îòëè÷àþòñß ñèììåòðè÷íàß áèëèíåéíàß ôîðìà B(x, y) =
Tr(ad x, ad y) äëß ïîëó÷åííûõ âûøå äâóõ àëãåáð.
Äëß ïåðâîé îðáèòû ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ñèãíàòóðó (3,4) è èíäóöèðóåò
ìåòðèêó ñåìèìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Çàôèêñèðîâàâ çíàêè ïðîèçâåäåíèé â òàáëèöå óìíîæåíèß, ïîëó÷èëè àëãåáðó, íå èçî-
ìîðôíóþ êëàññè÷åñêîé àëãåáðå Êýëè, ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèß:
[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e1, e4] = −e5, [e1, e5] = e4,
[e1, e6] = −e7, [e1, e7] = e6, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e6,
[e2, e5] = e7, [e2, e6] = e4, [e2, e7] = −e5, [e3, e4] = −e7,
[e3, e5] = −e6, [e3, e6] = e5, [e3, e7] = e4, [e4, e5] = e1,
[e4, e6] = e2, [e4, e7] = e3, [e5, e6] = e3, [e5, e7] = −e2,
[e6, e7] = e1.
Ýòà òàáëèöà óìíîæåíèß ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííîé àëãåáðå Êýëè-Äèêñîíà.
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Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàß âòîðóþ îðáèòó, ïîëó÷àåì ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà åâêëè-
äîâó ìåòðèêó ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Çàôèêñèðîâàâ çíàêè ïðîèçâåäåíèé, îïðå-
äåëßåì òàáëèöó óìíîæåíèß, êîòîðàß ñîâïàäàåò ñ òàáëèöåé óìíîæåíèß êëàññè÷åñêîé
àëãåáðû Êýëè.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òîëüêî äâå íåèçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé àëãåáðû. Ïåð-
âàß àëãåáðà ßâëßåòñß êëàññè÷åñêîé àëãåáðîé Êýëè. Âòîðàß àëãåáðà ìåíåå èçâåñòíà.
Ýòî àëãåáðà Êýëè-Äèêñîíà. Óìíîæåíèå â ýòîé àëãåáðå èíäóöèðóåò âåêòîðíûå è ñêà-
ëßðíûå ïðîèçâåäåíèß â ñåìèìåðíîì ïñåâäîîêòàâíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü
ïîëó÷àåì ïñåâäîîêòàâíóþ ãåîìåòðèþ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß òîëüêî àëãåáðà Êýëè-
Äèêñîíà. Ãðóïïîé å¼ àâòîìîðôèçìîâ ßâëßåòñß ãðóïïà Ëè Gn2 ðàçìåðíîñòè 14. Åé ñî-
îòâåòñâóåò àëãåáðà Ëè gn2 .
Â ïàðàãðàôå 1.4 ðàññìàòðèâàåòñß ìàòðè÷íàß ðåàëèçàöèß àëãåáðû Ëè gn2 êàê â îð-
òîãîíàëüíîì, òàê è â èçîòðîïíîì áàçèñàõ.
Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ïîëó÷åííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
m1 = e1 + e5, m2 = e2 + e6, m3 = e3 + e7, m4 = e4,
m5 = e1 − e5, m6 = e2 − e6, m7 = e3 − e7,
áóäåì íàçûâàòü èçîòðîïíûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî m2i ≡ 0, i 6= 4. Ïðè ýòîì, m24 = −1,
〈m1, m5〉 = 2, 〈m2, m6〉 = 2, 〈m3, m7〉 = 2, îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèß ðàâíû íóëþ.
Ìàòðè÷íóþ ðåàëèçàöèþ àëãåáðû gn2 â èçîòðîïíîì áàçèñå îáîçíà÷èì g¯2. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.1. Àëãåáðà Ëè g¯2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òðîéêàìè (B, λ, µ) òàêèìè,
÷òî λ, µ ∈ V3, B ∈ sl(3), ïðè÷åì çàêîí óìíîæåíèß çàäàåòñß ôîðìóëîé:
[(B1, λ1, µ1), (B2, λ2, µ2)] =
= ([B1, B2] + 3(λ1 ⊗ µT2 )− 3(λ2 ⊗ µT1 )− 〈λ1, µ2〉+ 〈λ2, µ1〉,
2[µ2, µ1] +B1λ2 −B2λ1, 2[λ1, λ2]−BT1 µ2 +BT2 µ1).
Â ïàðàãðàôå 1.5 âûßñíßåì, êàê äàëåêî ìîæíî îáîáùèòü ýòó êîíñòðóêöèþ â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ðàññìàòðèâàåòñß (2n+1)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V, êîòîðîå ðàçëàãàåòñß â ïðßìóþ
ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ V = U ⊕ R ⊕ U∗, U, U∗  äâå êîïèè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ñ íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé 〈, 〉, òàê ÷òî U∗ ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðîñòðàíñòâîì, ñîïðßæåííûì ê U. Ïðåäïîëàãàåòñß òàêæå, ÷òî â U, à ïîòîìó è â U∗, çà-
äàí àíòèêîììóòàòèâíûé çàêîí óìíîæåíèß [, ], äëß êîòîðîãî âûïîëíßåòñß òîæäåñòâî
ßêîáè. R  îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà V ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
òðîéêó ýëåìåíòîâ (u, t, v), ãäå u ∈ U, t ∈ R, v ∈ U∗. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îïåðàòîð D
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äåéñòâóåò íà ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà V ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Du = ( Bu, Q〈µ, u〉, [λ, u] )
Dt = ( tλ, t C Tr(B), tµ )
Dv = ( −[µ, v], R〈λ, v〉, −BTv )
,
ãäå Q, R, C  íåêîòîðûå êîíñòàíòû, B  ýíäîìîðôèçì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà U ,
λ, µ  ëèíåéíûå ôóíêöèè íà U.
Äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö, â êîòîðîì âåêòîðû λ, µ ïðîáåãàþò
âñå ïðîñòðàíñòâî U, à ìàòðèöà B ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî B, îáðàçóåò
àëãåáðó Ëè. Òîãäà
1) ïðè n = 1 âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè àëãåáð ìàòðèö âèäà
a) ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû sl(2) :
b λ 0
µ 0 λ
0 µ −b
 ,
b) òðåõìåðíàß ðàçðåøèìàß àëãåáðà:
b λ 0
0 Cb 0
0 µ −b
 ,
ãäå C  êîíñòàíòà.
2) åñëè àëãåáðà Ëè U íåêîììóòàòèâíàß, à n = 3, òî èìååì àëãåáðó Ëè ìàòðèö
âèäà 
B λ −adµ
ε µT 0 ε λT
adλ µ −BT
 ,
ãäå ε = ±2, B ïðîáåãàåò àëãåáðó sl(3). Ïðè ýòîì óìíîæåíèå [, ] ßâëßåòñß âåê-
òîðíûì ïðîèçâåäåíèåì åâêëèäîâà èëè ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâ, à óìíîæå-
íèå 〈, 〉  ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
3) åñëè àëãåáðà U íåêîììóòàòèâíàß, òî äëß ëþáîãî n > 1 ìàòðèöû âèäà
B λ −adµ
0 0 0
adλ µ −BT
 ,
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îáðàçóþò àëãåáðó Ëè, ïðè óñëîâèè, ÷òî â àëãåáðå Ëè U âûïîëíßþòñß ñëåäóþùèå
óñëîâèß:
[[x, y], z] = 0,
[Bx, y] + [x, By] +BT [x, y] = 0,
ãäå x, y, z ∈ U.
4) åñëè àëãåáðà U êîììóòàòèâíàß, òî äëß ëþáîãî n > 1 àëãåáðó Ëè îáðàçóþò
òîëüêî ìàòðèöû âèäà 
B λ 0
0 C · Tr(B) 0
0 µ −BT
 ,
ãäå B ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî gl(n), C = const.
Äèôôåðåíöèàëüíàß ãåîìåòðèß ñåìèìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé è ðàçëè÷íûõ ïîäìíîãî-
îáðàçèé (êðèâûõ, ïîâåðõíîñòåé, ãèïåðïîâåðõíîñòåé è òàê äàëåå) â ïðîñòðàíñòâàõ ñî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Gn2 î÷åíü áîãàòà ïî ñðàâíåíèþ äàæå ñ îáû÷íîé îêòàâíîé ãåîìåò-
ðèåé. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî ñòàíäàðòíîå ñåìèìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû èìå-
åò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà îðáèò èç-çà íàëè÷èß èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ
è èçîòðîïíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Òåì áîëåå ýòî îòíîñèòñß ê ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèßì
ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé. Íàïðèìåð, ê òðåõìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèßì, êàñàòåëüíûå
ïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ îáðàçóþò ïîäàëãåáðû. Òàêæå èìåþòñß äâóìåðíûå ïîäìíîãîîá-
ðàçèß, ÷üè êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà âïîëíå èçîòðîïíû. Êîíå÷íî, ïðîñòåéøèé ñëó÷àé
 ýòî îäíîìåðíûé ñëó÷àé (òåîðèß êðèâûõ).
Âî âòîðîé ãëàâå ðàçâèâàåòñß òåîðèß îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåìèìåðíîãî ïñåâ-
äîîêòàâíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü êðèâûõ.
Ïðè èññëåäîâàíèè êðèâûõ èñïîëüçóåòñß ìåòîä âíåøíèõ ôîðì Êàðòàíà äëß ôèê-
ñàöèè ðåïåðà. Äàëåå íàõîäßòñß èíâàðèàíòû, îïðåäåëßþùèå êðèâóþ è äîêàçûâàþòñß
îñíîâíûå òåîðåìû äëß ðàçëè÷íûõ òèïîâ êðèâûõ.
Â ïàðàãðàôå 2.1 ðàññìàòðèâàþòñß íåèçîòðîïíûå êðèâûå. Ïðîèçâîäèòñß êàíîíè-
çàöèß ðåïåðà, íàõîäßòñß âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû, äîêàçûâàåòñß îñíîâíàß òåîðåìà,
îïèñûâàþòñß íåêîòîðûå êðèâûå ñ ïîñòîßííûìè êðèâèçíàìè; ðàññìàòðèâàþòñß ïðîåê-
öèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ â òðåõìåðíîå ñîïðèêàñàþùååñß ïîäïðîñòðàíñòâî äëß
òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü íåêîòîðûå èíâàðèàíòû â êëàññè÷åñêèõ òåðìèíàõ.
Êàíîíè÷åñêèé íåèçîòðîïíîé ðåïåð êðèâîé ïîëíîñòüþ âûðàæàåòñß ÷åðåç ïåðâûå
òðè ïðîèçâîäíûå âåêòîð-ôóíêöèè, çàäàþùåé äàííóþ êðèâóþ. Âñå èíâàðèàíòû, â ñâîþ
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î÷åðåäü, îïðåäåëßþòñß òðåìß ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.
Îñíîâíàß òåîðåìà 2.1. Â ñåìèìåðíîì ïñåâäîîêòàâíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñèãíàòó-
ðîé (3, 4) çàäàíèå ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé a1(s), a2(s), a3(s), a4(s), a5(s), a6(s)
îïðåäåëßåò êðèâóþ, óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:
(r′(s))2 ≡/ 0 (r′′(s))2 ≡/ 0,
äëß êîòîðîé êîýôôèöèåíòû ai äåðèâàöèîííûõ ôîðìóë êàíîíè÷åñêîãî ðåïåðà ñîâïà-
äàþò ñ ýòèìè çàäàííûìè ôóíêöèßìè. Ýòà êðèâàß îïðåäåëßåòñß ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíßþùèõ ïñåâäîîêòàâíóþ ñòðóêòóðó.
Â ïàðàãðàôå 2.2 àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñß êðèâûå, êàñàòåëüíûå ê êîòîðûì èçî-
òðîïíû. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñïðàâåäëèâà îñíîâíàß òåîðåìà, íî êðèâàß îïðåäåëßåòñß
óæå íå øåñòüþ, à ïßòüþ ãëàäêèìè ôóíêöèßìè: a1(s), a2(s), a3(s), a4(s), a5(s).
Â ïàðàãðàôå 2.3 ïðîèçâîäèòñß êàíîíèçàöèß ðåïåðà êðèâîé â èçîòðîïíîì áàçèñå,
íàõîäßòñß âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû. Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñß êðèâûå, äëß êî-
òîðûõ
1) êàñàòåëüíûé âåêòîð r′ èçîòðîïåí,
2) äâóìåðíàß ñîïðèêàñàþùàßñß ïëîñêîñòü èçîòðîïíà,
3) òðåõìåðíàß ñîïðèêàñàþùàßñß ïëîñêîñòü èçîòðîïíà, â ÷àñòíîñòè, èçîòðîïíû âåêòî-
ðû r′, r′′ è r′′′.
Äëß êàæäîãî ñëó÷àß äîêàçûâàåòñß îñíîâíàß òåîðåìà. Ïåðâûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí
ñëó÷àþ ïàðàãðàôà 2.2. Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêæå ñïðàâåäëèâà îñíîâíàß òåîðåìà, è êðè-
âàß îïðåäåëßåòñß ÷åòûðüìß ãëàäêèìè ôóíêöèßìè: a1(s), a2(s), a3(s), a4(s). Â òðåòüåì
ñëó÷àå êðèâàß îïðåäåëßåòñß òðåìß ãëàäêèìè ôóíêöèßìè: a1(s), a2(s), a3(s).
Ïîëíîå è èñ÷åðïûâàþùåå ïîñòðîåíèå òåîðèè êðèâûõ íå ßâëßåòñß íàøåé öåëüþ.
Ïî ïðè÷èíå íåèçîòðîïíîñòè èçó÷àåìîãî ïðîñòðàíñòâà ÷èñëî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî âåëèêî.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëßþò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ñàìè ïî ñåáå, íî áîëåå
âàæíóþ ðîëü îíè ìîãóò èãðàòü ïðè èçó÷åíèè ñòðîåíèß ïîäìíîãîîáðàçèé áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ãèïåðïîâåðõíîñòåé.
Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñß øåñòèìåðíûå ìíîãîîáðàçèß, ñêàëßðíûé êâàäðàò
íîðìàëè êîòîðûõ âñþäó ïîëîæèòåëåí, ëèáî âñþäó îòðèöàòåëåí. Òàêèì îáðàçîì, ñëó-
÷àé èçîòðîïíîé íîðìàëè íàìè íå ðàññìàòðèâàåòñß.
Â ïàðàãðàôå 3.1 ðàññìàòðèâàþòñß øåñòèìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèß ñ ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííîé íîðìàëüþ. Ïðîâåäåíà êàíîíèçàöèß ðåïåðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
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âíåøíèõ ôîðì Êàðòàíà.
Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð íîðìàëè çàäàåò ýíäîìîðôèçì Jx = [N, x], ïðè x ∈ TM ,
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêîé, ÷òî J2 = −1. Ïîýòîìó íà ãèïåðïîâåðõíîñòè ìîæíî
ââåñòè ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ýíäîìîðôèçì ñîõðàíßåò
ìåòðèêó, íà ãèïåðïîâåðõíîñòè ðåàëèçóåòñß ïñåâäîýðìèòîâà ãåîìåòðèß.
Äàíî îïèñàíèå êàíîíè÷åñêîãî ðåïåðà. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß:
Óòâåðæäåíèå 1. Êðèâèçíà íîðìàëüíîãî ñå÷åíèß ãèïåðïîâåðõíîñòè äâóìåðíîé ïëîñ-
êîñòüþ âäîëü ôèêñèðîâàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ep âûðàæàåòñß ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Óòâåðæäåíèå 2. Â ñå÷åíèè øåñòèìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîé ïëîñêî-
ñòüþ ïîëó÷àåì äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ó êîòîðîé ïåðâàß, âòîðàß, òðåòüß êâàäðà-
òè÷íûå ôîðìû, à òàêæå ïîëíàß è ñðåäíßß êðèâèçíû âûðàæàþòñß ÷åðåç êîýôôèöè-
åíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè èíòåãðàëüíîé êðèâîé r = r(s) òàêîé, ÷òî
r′(s0) = e2(s0) â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå s0, èç ñåìèìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà V â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëó÷àåì êðèâóþ òàêóþ, ÷òî åå
êðèâèçíà, êðó÷åíèå è ðåïåð Ôðåíå âûðàæàþòñß ÷åðåç êîýôôèöèåíòû äåðèâàöèîííûõ
ôîðìóë:
êðèâèçíà êðèâîé k =
√
(C122)
2 + (C223)
2,
êðó÷åíèå êðèâîé
κ =
C122C
2
232 − C223C1222 − C122(C224C324 + C225C325 + C226C326 + C227C327)
(C122)
2 + (C223)
2
,
ðåïåð Ôðåíå êðèâîé
τ = e2, n =
C122e1 − C223e3√
(C122)
2 + (C223)
2
, b = − C
2
23e1 + C
1
22e3√
(C122)
2 + (C223)
2
.
Âû÷èñëåí òåíçîð Íåéåíõåéñà è äîêàçàíî
Óòâåðæäåíèå 4. Ïî÷òè êîìïëåêñíàß ñòðóêòóðà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè S ßâëßåòñß
êîìïëåêñíîé, åñëè âûïîëíßþòñß óñëîâèß:
−Ck3+i 3+j + Ck3+j 3+i + Ckij − Ckji − C3+k3+i j + C3+kj 3+i − C3+ki 3+j + C3+k3+j i = 0,
−C3+k3+i 3+j + C3+k3+j 3+i + C3+kij − C3+kji + Ck3+i j − Ckj 3+i + Cki 3+j − Ck3+j i = 0,
i, j, k = 2, 7, äëß êîýôôèöèåíòîâ ïîñòðîåííîãî êàíîíè÷åñêîãî ðåïåðà.
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Â ïàðàãðàôå 3.2 ðàññìàòðèâàþòñß øåñòèìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèß ñ îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé íîðìàëüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ââîäèòñß èçîòðîïíûé áàçèñ ïñåâäîîêòàâíîãî
ïðîñòðàíñòâà è ïðîèçâîäèòñß êàíîíèçàöèß ðåïåðà.
Âåêòîð íîðìàëè çàäàåò ýíäîìîðôèçì Jx = [N, x], ïðè x ∈ TM , êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà òàêîé, ÷òî J2 = 1. Òîãäà Jmi = mi, Jm4+i = −m4+i, i = 1, 3. Òàê êàê êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàñïàäàåòñß íà äâà òðåõìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà: Tx = P+⊕P−,
ãäå P+ = {z ∈ Tx|Jz = z}, P− = {z ∈ Tx|Jz = −z}, òî ýíäîìîðôèçì Jx = [N, x] îïðå-
äåëßåò ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðîèçâåäåíèß íà øåñòèìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Âû÷èñëåí òåíçîð Íåéåíõåéñà è äîêàçàíî
Óòâåðæäåíèå 5. Ñòðóêòóðà ïî÷òè ïðîèçâåäåíèß íà ãèïåðïîâåðõíîñòè S ßâëßåòñß
èíòåãðèðóåìîé, åñëè âûïîëíßþòñß óñëîâèß:
C4+pi j = C
4+p
j i , C
p
4+j 4+i = C
p
4+i 4+j,
i, j, p = 1, 3, äëß êîýôôèöèåíòîâ ïîñòðîåííîãî êàíîíè÷åñêîãî ðåïåðà.
Ñïåöèôèêà ïñåâäîîêòàâíîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàðßäó ñ êâàäðàòè÷íûìè
ôîðìàìè êëþ÷åâóþ ðîëü â íåé èãðàþò âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, â ÷àñò-
íîñòè, âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè.
Â ïàðàãðàôàõ 3.3 è 3.4 ðàññìàòðèâàåòñß ïîãðóæåíèå îáëàñòè â R6, çàäàþùåå ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü. Â ïàðàãðàôå 3.3 èññëåäóåòñß ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé íîðìàëüþ, à â ïàðàãðàôå 3.4  ñ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé íîðìàëüþ.
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îá-
ðàçóþò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå îïðåäåëßåò àíòèñèììåòðè÷íóþ òðèëèíåé-
íóþ ôîðìó Ω(x, y, z) = 〈[x, y], z〉. Ãðóïïîé, ñîõðàíßþùåé ôîðìó Ω ∈ ∧3R7∗, ßâëßåòñß
îñîáàß íåêîìïàêòíàß ãðóïïà Ëè Gn2 (íîðìàëüíàß ôîðìà êîìïëåêñíîé ãðóïïû Ëè G2).
Ïóñòü U ⊂ R6  îáëàñòü è f : U → V  ïîãðóæåíèå òàêîå, ÷òî S = f(U)  ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü. Äèôôåðåíöèàë df èíäóöèðóåò âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ψ, h
âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè íà U , òàêèå ÷òî
h(du, du′, du′′) = Ω(df(du), df(du′), df(du′′)),
ψ(du, du′) = Ψ(df(du), df(du′)) = Ω(df(du), df(du′), N),
N  íîðìàëü ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Áóäåì íàçûâàòü ôîðìó h(du, du′, du′′), êîòîðàß ßâëßåòñß îãðàíè÷åíèåì ôîðìû Ω
íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïåðâîé âíåøíåé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìîé òðåòüåé ñòåïåíè. Ôîðìó ψ(du, du′), êîòîðàß âîçíèêàåò ïîñëå ôèêñàöèè íîð-
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ìàëüíîãî âåêòîðà â ôîðìå Ω è åå îãðàíè÷åíèè íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ãèïåðïî-
âåðõíîñòè, áóäåì íàçûâàòü âòîðîé âíåøíåé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé âòîðîé ñòå-
ïåíè.
Â êàæäîé òî÷êå ãèïåðïîâåðõíîñòè âîçíèêàåò ðåïåð {f1, . . . , f6, N}, ãäå fi = ∂f
∂ui
 êàñàòåëüíûå âåêòîðû, N  íîðìàëü ãèïåðïîâåðõíîñòè. Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
df = fidu
i, dfi = Γ
j
iαfjdu
α + bijdu
jN, dN = cjidu
ifj.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèß:
hijk = Ω(fi, fj, fk) = 〈[fi, fj], fk〉 = (fi, fj, fk),
ψij = Ψ(fi, fj) = Ω(fi, fj, N) = 〈[fi, fj], N〉 = (fi, fj, N).
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
∂hijk
∂um
= Γαimhαjk + Γ
α
jmhiαk + Γ
α
kmhijα + bimψjk + bjmψki + bkmψij,
(1)
∂ψij
∂um
= Γαimψαj + Γ
α
jmψiα + hijαc
α
m.
1) Â ïàðàãðàôå 3.3 ðàññìàòðèâàåòñß íåêîòîðûé îêòàâíûé ðåïåð (íåêàíîíè÷åñêèé)
{e1, . . . , e7} â ïðîèçâîëüíîé âûáðàííîé òî÷êå Ì òàêîé, ÷òî âåêòîð íîðìàëè N
ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì e1, òî åñòü N2 = 1.
Îáîçíà÷èì: h0ijk = Ω(ei, ej, ek), ψ0ij = Ψ(ei, ej), ãäå i, j, k 6= 1. Èç òàáëèöû óìíîæå-
íèß âåêòîðîâ {ei}, êîíñòàíòû h0 ∈ ∧3R6∗, ψ0 ∈ ∧2R6∗ îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì
îáðàçîì: h0246 = 1, h0347 = 1, h0356 = 1, h0257 = −1, ψ023 = 1, ψ045 = 1, ψ067 = 1, à
h0ijk, ψ
0
ij, íå ñâßçàííûå óñëîâèåì êîñîñèììåòðè÷íîñòè, íóëåâûå.
Âåêòîðû {N = e1, fi} îáðàçóþò ðåïåð (íåêàíîíè÷åñêèé, íåîêòàâíûé) â òî÷êå ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè S. Ââîäèòñß ìàòðèöà p = (pji ) ∈ GL(6), ñâßçûâàþùàß ýòè äâà
ðåïåðà, òàêàß, ÷òî fi = pαi eα, α = 2, 7. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
p : U→GL(6), ÷òî h(u) = (h0)p(u), ψ(u) = (ψ0)p(u) â êàæäîé òî÷êå u ïîâåðõíîñòè
S. Ãðóïïà GL(6) äåéñòâóåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå ∧3R6∗ ⊕∧2R6∗,
ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà 35. Âûßñíßåì, ÷òî ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé, ñîõðà-
íßþùåé ïàðó ôîðì (h0, ψ0), ßâëßåòñß ãðóïïà SU(1, 2) ðàçìåðíîñòè 8 è ìàòðèöà
p îïðåäåëßåòñß ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëß èç SU(1, 2).
2) Â ïàðàãðàôå 3.4 ðåïåð {m1, . . . ,m7}  íåêîòîðûé èçîòðîïíûé ðåïåð (íåêàíîíè÷å-
ñêèé) â ïðîèçâîëüíîé âûáðàííîé òî÷êå Ì òàêîé, ÷òî âåêòîð íîðìàëè N ñîâïàäàåò
ñ âåêòîðîì m4, òî åñòü N2 = −1.
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Îáîçíà÷èì h0ijk = Ω(mi,mj,mk), ψ0ij = Ψ(mi,mj), ãäå i, j, k 6= 4. Èç òàáëèöû
óìíîæåíèß âåêòîðîâ mi, êîíñòàíòû h0ijk ∈ ∧3R6∗, ψ0ij ∈ ∧2R6∗ îïðåäåëåíû åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì: h0123 = 4, h0567 = 4, ψ015 = 2, ψ026 = 2, ψ037 = 2, à h0ijk, ψ0ij, íå
ñâßçàííûå óñëîâèåì êîñîñèììåòðè÷íîñòè, íóëåâûå.
Âåêòîðû {N = m4, fi} îáðàçóþò ðåïåð (íåêàíîíè÷åñêèé, íåîêòàâíûé) â òî÷-
êå ãèïåðïîâåðõíîñòè S. Ââîäèòñß ìàòðèöà p = (pji ) ∈ GL(6) òàêàß, ÷òî fi =
pαi mα i, α = 1, 2, 3, 5, 6, 7.
Â ýòîì ñëó÷àå, ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé, ñîõðàíßþùåé ïàðó ôîðì (h0, ψ0), ßâ-
ëßåòñß ãðóïïà SL(3) ðàçìåðíîñòè 8, äåéñòâóþùàß â ïðîñòðàíñòâå R3 ⊕ R3∗, è
ìàòðèöà p îïðåäåëßåòñß ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëß âèäà: A 0
0 −AT
 ,
ãäå ìàòðèöà A ∈ sl(3), 0  íóëåâàß ìàòðèöà.
Â êàæäîì ñëó÷àå ïîñòðîåí àëãîðèòì, ïîçâîëßþùèé âûäåëßòü ïðåäñòàâèòåëß â
êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïïû GL(6) ïî ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ïîäãðóï-
ïå SU(1, 2) èëè ïî ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ïîäãðóïïå SL(3). Ýòî ïîçâîëßåò èçáàâèòüñß
îò ïðîèçâîëà â âûáîðå ìàòðèöû p. Cïðàâåäëèâà
Ëåììà. Çàäàíèå ôîðì hijk, ψij, ïîçâîëßåò âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû Γkij, bij, cji èç
ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).
Äîêàçàíà
Òåîðåìà. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ψ è h, îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè U ïðîèç-
âîëüíîé âûáðàííîé òî÷êè M, óäîâëåòâîðßþùèå ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèßì è ñîäåð-
æàùèåñß â îðáèòå ãðóïïû GL(6), îïðåäåëßþò ïîãðóæåíèå f îêðåñòíîñòè òî÷êè
M, îáðàç êîòîðîãî ßâëßåòñß ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñ ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé íîðìàëüþ. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëßåòñß ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà F (x) = Ax+ a, ãäå A ∈ Gn2 , x, a ∈ V = R7.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå äîêàçûâàåòñß àíàëîã òåîðåìû Áîííå äëß øåñòèìåðíûõ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé: äâå âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè
îïðåäåëßþò ïîãðóæåíèå øåñòèìåðíîãî ìíîãîîáðàçèß â ñåìèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ïñåâäîîêòàâíîé ñòðóêòóðîé.
ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ ÂÛÍÎÑßÒÑß ÑËÅÄÓÞÙÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ:
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1) Ïîëó÷åíî, ÷òî, åñëè âàðüèðîâàòü çíàêè ïðîèçâåäåíèé â òàáëèöå óìíîæåíèß êëàñ-
ñè÷åñêîé àëãåáðû Êýëè, ñîõðàíßß ïðåäïîëîæåíèå îá àíòèêîììóòàòèâíîñòè, òî ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî äâå íåèçîìîðôíûå àëãåáðû: êëàññè÷åñêàß àëãåáðà Êýëè è ìåíåå èçâåñò-
íàß àëãåáðà Êýëè-Äèêñîíà. Ïîêàçàíî, ÷òî óìíîæåíèå â àëãåáðå Êýëè-Äèêñîíà èíäóöè-
ðóåò âåêòîðíûå è ñêàëßðíûå ïðîèçâåäåíèß â ñåìèìåðíîì ïñåâäîîêòàâíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ïîëó÷àåì ïñåâäîîêòàâíóþ ãåîìåòðèþ. Ðàññìîòðåíà ìàòðè÷íàß
ðåàëèçàöèß àëãåáðû Ëè gn2 êàê â îðòîãîíàëüíîì, òàê è â èçîòðîïíîì áàçèñàõ.
2) Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñ èçîòðîïíûì áàçèñîì.
3) Îïèñàíà òåîðèß îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåìèìåðíîãî ïñåâäîîêòàâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, òî åñòü êðèâûõ.
4) Ðàññìîòðåíû øåñòèìåðíûå ìíîãîîáðàçèß (ãèïåðïîâåðõíîñòè), ñêàëßðíûé êâàä-
ðàò íîðìàëè êîòîðûõ âñþäó ïîëîæèòåëåí, ëèáî âñþäó îòðèöàòåëåí.
5) Äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Áîííå äëß øåñòèìåðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â îêòàâ-
íîé ãåîìåòðèè: äâå âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè
îïðåäåëßþò ïîãðóæåíèå øåñòèìåðíîãî ìíîãîîáðàçèß â ñåìèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ïñåâäîîêòàâíîé ñòðóêòóðîé.
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